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摘要 
本题目源于 2016 年第一届“登峰杯”全国中学生数学建模竞赛，参赛期间我

们针对这一投标游戏建立了数学模型，比赛后我们对这一问题进行了再分析，写

出了这篇论文．这一数学问题可以看作仅清楚整体信息、决策目标，而不清楚每

一个个体信息和决策集的多人博弈问题．本文从信息和物理中熵的角度出发，得

出他组最终决策结果为正态分布，并通过分析求出这一分布中的多个参数，运用

计算机模拟排除了一些非理性决策者和刻意干扰者的影响，得出我们的决策方法 

 

关键词 
博弈 不完整信息 非理性决策 计算机模拟 正态分布 最大熵原理 

 

1. 前言：问题的重述与构想 
问题请参考文末的附录．本文针对此问题的核心思想是从信息和物理中熵

的角度出发，得出他组最终决策结果为正态分布，从而计算出最有利于自己的

投标价． 

 

2. 问题的解答 

2．1．问题的分析 

第一阶段投标之前，我们对一切实际投标游戏的情况没有任何了解与参照，

于是我们从本组成员的心态出发，推己及人，推测其余各组的投标策略． 

我们第一阶段采用如下的投标策略，并假设其余各组跟我们的策略相同： 

1. 首轮投标的投标价 𝑥1尽量大，使自己第二轮投标时选择余地尽量大．但如

果所得初始资金过少，则选择首轮投标做捣乱者、尽量干扰他组的判断，

用余额购买信息． 

2. 根据所得的首轮投标平均值𝑥1̅̅̅确定有利于得分区间 A 的中轴 μ’和区间宽

度 d’：其中，𝜇’ ∈ [90,100]，表达式见下文；𝑑’ ∈ [2．5,5]，随𝑥1̅̅̅偏离 100

的程度增大而减小，其表达式略． 

3. 若有余额，则视实际情况优先购买中位数、方差这两个信息． 

4. 最终结合所购买的信息，根据实际情况，在所求得的区间内确定最终的投

标值 x． 

第一阶段投标结束后，我们统计了其结果和我们在几局中购买的信息，列出

了如下的表格，通过分析它总结了各组投标的规律和我们组第一阶段投标策略的

优缺点． 
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第一阶段游戏情况 

局

数 

财富

值 M 

第一

轮𝐱𝟏 

第二

轮𝐱𝟐 

本组两

轮平均

值 x 

总平均

值．X1
̅̅ ̅ 

区间中

轴μ’ 

区间范

围 d’ 

得

分 

是否

有 U

盘 

可能的

名次 

1 97 97 97 97 97．091 97．303 4．94711 2 0 9，10 

2 113 113 96 104．5 102．826 102．63 4．95009 0 1 1，2，3 

3 93 93 92 92．5 92．261 93．758 4．62567 0 0 未知 

4 100 100 91 95．5 95．609 96．091 4．87949 2 0 9，10 

5 85 15 65 40 86．783 91．15 3．90819 0 0 未知 

第二局的中位数和标准差分别是 104 和 9．637．第五局的中位数、标准差、

最大值、最小值分别是 99,33．266,1106．63,120,0． 

 

观察表格，我们发现： 

1. 前 4局的投标中，x1 ̅̅ ̅维持在较高水平，这可以说明大多数组的首轮投标价 x1 ≈

初始财富值 M，也就是我们在第一阶段中对各组  x1尽量高的假设基本合

理．我们自己也是如此投标，可以看出来这种策略在第一局和第三局中一定

程度上“挽救”了自己． 

2. 第 5 局中𝑥1̅̅̅较之前偏低，我们分析一下原因：首先，我们自己抽到的初始财

富值𝑀 = 85，按照以上假设就处在不利的位置．我们预计自己无望排到 4 至

10 名次，于是想办法阻碍别人得分．我们充当了“捣乱者”，第一轮仅投标

15，这就能将𝑥1̅̅̅拉低，从而给可能存在的拥有极佳决策方法的组带来混乱；

第二轮购买所有信息便于以后的分析．实际上，从方差和最小值数据，我们

估计有 3 到 4 个组和我们的想法相同．这就说明会存在初始财富值较低的组

选择“捣乱”的策略，并且有些组会意识到这一点． 

3. 我们的结果并不太理想．分析我们已知的可能的名次，发现我们得过前 3 名

或 9,10 名．这可以说明我们的利于得分的投标价格区间设置得太宽了，因此

我们要让它变窄．我们对前 4 局的𝑥1̅̅̅、𝑥和最终结果比较，发现中标的𝑥集中

在𝑥1̅̅̅附近． 

 

2．2．定义与符号的说明 

（1）初始资金为 M (𝑀 ∈ 𝑁∗; 𝑀 ∈ [80,120])； 

（2） 两轮投标价为 𝑥1, 𝑥2，首轮投标平均价为𝑥1̅̅̅，本局平均投标价为 𝑥 =
𝑥1+𝑥2

2
； 

（3）最终投标金额正态分布区间的数学期望为 μ； 

（4） 预期的“捣乱者”数量为 n，本文“捣乱者”指因初始资金过低而无望得

分，并且在首轮投标中投 0 的选手数量； 

（5）进入有利于得分的正态分布区间的概率为 P； 

（6）正态分布的标准差为𝜎； 
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（7）可花钱购买的首轮投标标准差为𝜎1 

 

2．3．问题的模型假设 

1． 假设抽取财富量的过程绝对公平； 

2． 假设各组均尽力想要获得好成绩； 

3． 假设其他组第一轮投标价格遵照下文所述准则； 

4． 假设其他组第二轮投标价格遵照下文所述准则； 

5． 假设其他组决策准确度和焦虑程度与时间变化无关． 

 

2．4．问题模型的建立与求解 

2．4．1．假设分析与他组准则 

由于每个人在考虑问题时考虑的是参与投标的整体，而一个个体的缺失对其决策的影响

是微乎其微的，所以我们将自己“置身事外”，对他们进行分析． 

1. 首轮投标 

我们认为，财富值在[80，90]的人有在首轮投标中拉低平均值的能力，我们

称他们为有捣乱条件的人．他们进行捣乱的概率随着他们手中财富升高而降

低．同时，在其他区间，仍存在由于非理性因素而导致的首轮投标价格低于自己

的财富值，为了便于分析，我们将他们等效替代为部分捣乱者和部分投出全部财

富的人． 

我们认为，其他组在本局中的首轮投标准则与我们在技术报告一中所提相似，

但进一步的思考，我们发现，事实上，由假设 1，在每局中存在有捣乱条件，即

扰乱首轮投标信息的人，但有捣乱条件的人不一定选择进行捣乱．假设有捣乱条

件的人理性，那么则通过下表（决策结果表示该指定一名有捣乱条件的人的结果），

可以分析出选择不进行捣乱是更优的决策，但由于存在非理性思考，对其他队的

干扰再结合随机模拟的结果，我们认为每局存在 0-3 名捣乱者． 

 

 其他有捣乱条件的人 

指定一名

有捣乱条

件的人 

决 策 选

择 

全部选择捣乱 存在不捣乱者 

捣乱 有不大的概率获得

成功 

较大概率失败 

不捣乱 有较大的概率获得

成功 

较大概率失败 

 

 

2. 二轮投标 
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我们设他人由各自算法计算所得的结果为𝑥𝑖 ,出现概率为𝑓(𝑥𝑖)，由于我们的

估计具有一定的不确定性，同时为了便于分析，我们将其连续化．设其概率密度

函数为𝑝(𝑥)，则其熵为𝐻(𝑋) = − ∫ 𝑓(𝑥𝑖)𝑙𝑛𝑓(𝑥𝑖)𝑑𝑥．由于每人能否取得得分较高

的名次不但取决于他们算法的准确度以及他们的理性程度，同时也与具有一定的

随机性，正如物理学中一个系统中的粒子，能否处于最合适的状态不仅仅取决于

它的势能和动能，也有随机因素在其中的，而对于一个仅清楚一部分约束条件的

系统来说，熵最大的系统是最“真实”、最符合实际的．所以对于我们这个问题

来说，我们要使𝐻(𝑋)最大，同时满足以下几个约束条件： 

∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= 1 

∫ 𝑝(𝑥)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

= 𝑔(𝑥̅) = 𝜇 

∫ (𝑥 − 𝜇)2𝑝(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= 𝛿2 

 

即其满足一定的数学期望和方差的分布．这里的数学期望是一轮平均值的函

数，因为可以认为他人所使用的算法相似，且主要使用数据为平均数；方差只与

一轮平均值有关，因为一轮平均值在一定程度上反映了财富的分布，反映了二轮

投标中投标价的分布． 

由变分法，我们得出其分布满足正态分布． 

2．4．2．最终决策总流程 

1. 抽取初始资金 M，(𝑀 ∈ 𝑁∗; 𝑀 ∈ [80,120]); 

2. 根据 M 的大小，决定投标策略： 

2.1. 若80 ≤ M ≤ 85，我们扮演“捣乱者”，首轮投 0，第二轮购买全部信息； 

2.2. 若85 < 𝑀 ≤ 120，我们扮演“全投者”，首轮投出全部，随后如下操作; 

3. 获得首轮投标平均值数据𝑥1̅̅̅ 

4. 计算出最终投标金额正态分布的数学期望 h： 

ℎ = {

𝑥1̅̅̅̅ 2

40
− 4𝑥1̅̅̅ + 250      (𝑥1̅̅̅ ∈ [80,100])  (h ∈ [90,100]) 

−
𝑥1̅̅̅̅ 2

40
+ 6𝑥1̅̅̅ − 250     (x1 ̅̅ ̅ ∈ (100,120])  (ℎ ∈ (100,110]) 

     

5. 比较数值𝑥1̅̅̅与 h 

5．1．若𝑥1̅̅̅ ≤ ℎ − 5，认为本组无望得分，第二轮购买所有数据便于以后分析 

5．2．否则继续保持不放弃，如下计算  

6. 计算预期“捣乱者”数量 n，𝑛 = −0．23𝑥1̅̅̅ + 23 

7. 计算出进入有利于得分的区间的概率 P， 𝑃 =
8

23−𝑛
， 
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8. 计算正态分布的标准差𝜎 =
𝑥1̅̅̅̅ 2

160
− 1．25𝑥1̅̅̅ + 63 

9. 计算1 − 𝑃，查表得到它对应的标准正态分布的随机变量 t 

10. 根据𝑥2 = 2𝜎𝑡 + 2ℎ − 𝑥1求出𝑥2 

11. 根据余额决定是否购买其他信息 

 

 

2．4．3．流程制定的方法 

1．抽取初始资金 M 

2．根据 M 的大小，决定投标策略： 

2．1．针对抽到80 ≤ 𝑀 ≤ 85的首轮投标，结合第一阶段实际游戏的数据可知自

己得分的几    率不大，所以我们的目的在于尽量干扰他组判断，故首轮投 0，

在第二轮时购买全部信息，便于模型检验与分析（后续步骤不适用于此情况）； 

2．2．针对抽到85 < 𝑀 ≤ 120的首轮投标，自己得分的几率很大，为使在第二

轮投标时选择余地最大，故首轮全部投出，随后如下操作; 

3．获取首轮投标平均值数据𝑥1̅̅̅： 

结合第一阶段实际游戏经验，我们更改了模型，使𝑥1̅̅̅在其中发挥的作用更显著． 

本文以𝑥1̅̅̅为自变量，设定一个最终投标金额正态分布的区间，根据𝑥1̅̅̅调节其数学

期望 h、预期“捣乱者”数量𝑛、标准差𝜎等值，最终确定最佳的投标金额𝑥2． 

上述各因变量与自变量x1 ̅̅ ̅的关系的表达式的推导详见下述各步骤． 

4．计算出最终投标金额正态分布的数学期望𝐡： 

在技术报告1中，我们用二次函数建立了一个利于得分区间中轴 h关于的函数．其

中，x1 ̅̅ ̅越大，h 越大；𝑥1̅̅̅越偏离基准平均值 100，h 的变化量越大但变化率越小．结

合上述函数关系以及该函数的极值，我们计算出了其表达式： 

ℎ = {

𝑥1̅̅̅̅ 2

40
− 4𝑥1̅̅̅ + 250      (𝑥1̅̅̅ ∈ [80,100])  (h ∈ [90,100]) 

−
𝑥1̅̅̅̅ 2

40
+ 6𝑥1̅̅̅ − 250     (x1 ̅̅ ̅ ∈ (100,120])  (ℎ ∈ (100,110]) 

     

其图像如下: 
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图 1——ℎ − 𝑥1̅̅ ̅图像 

 

经阶段一游戏实践检验，该模型能够较精确地预测出最终中标金额的分布情况:

在 1-4 局中我们能够根据现有数据推断出中标金额，经比较，中标金额与 h 的差

距在±1 之内，故在此正态分布模型中采用 h 作为其数学期望． 

5．比较数值𝑥1̅̅̅与 h 

5．1．𝑥1̅̅̅ ≤ ℎ − 5时，即使第二轮全部投出尝试得分，但实际得分的几率已经很

小，相比初始资金在 h 之上的选手我们的竞争力很弱，故这样决策很可能既无法

获得分数，也无法获得有价值的信息．反之，此情况下舍弃力争得分的希望，选

择风险较小的购买信息方法就显得更为理智．（后续步骤不适用于此情况） 

5．2．𝑥1̅̅̅ > ℎ − 5时，继续保持不放弃，按照下述步骤继续进行． 

6．计算预期“捣乱者”数量 n，𝒏 = −𝟎．𝟐𝟑 × 𝒙𝟏̅̅ ̅ + 𝟐𝟑 

计算 n 的目的是对在首轮中因初始资金不高直接选择进行“捣乱”的那部分干扰

数据进行推测，并在计算正态分布区间中最有利得分的金额时去除这部分已失去

竞争力的数据的干扰． 

为寻找 n 与x1 ̅̅ ̅的关系，便于用已知值推测未知值，我们通过 Matlab 模拟来解决

这一问题． 

根据常识已知捣乱者个数 n 越大，第一轮已知平均值𝑥1̅̅̅最小．根据计算机模拟抽

取的 2000 组样本，其分布如下图所示：  

平均值𝑥1̅̅̅  

最
终
投
标
金
额
正
态
分
布
的

数
学
期
望h
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由图验证了捣乱者数目 n 的增长在已知平均值𝑥1̅̅̅的下降上有所体现． 

为量化 n 与𝑥1̅̅̅的关系，我们分别对 n 等于 0 至 4 时𝑥1̅̅̅的值分别进行线性回归并得

到五个点，n=0，𝑥1̅̅̅=100，n=1，𝑥1̅̅̅=95．68，…，n=4，𝑥1̅̅̅=82．554．因直接将

其表示为分段函数有很大可能增加段端值的误差，故我们将 n 与𝑥̅的函数关系拟

合为连续的一次函数的形式，得到表达式𝑛 = −0．23 × 𝑥1̅̅̅ + 23，其图象如下： 

 

7．计算出进入有利于得分的区间的概率 P， 𝑷 =
𝟖

𝟐𝟑−𝒏
 

在得到 n 后，此时真正投标值落在本文假设的正态分布区间内的竞争者数目约为

23-n，为使得分尽量高，需要使自己排名在这 23-n 中的第 8 位附近，即处在整个

最终投标值正态分布区间的𝑃 =
8

23−𝑛
（从高向低数）的位置． 

8．计算正态分布的标准差𝛔 =
𝐱𝟏 ̅̅ ̅̅ 𝟐

𝟏𝟔𝟎
− 𝟏．𝟐𝟓 × 𝐱𝟏 ̅̅ ̅̅ + 𝟔𝟑 

我们认为，标准差与|x1 − 100|呈正相关，在x1 ̅̅ ̅ = 100时取得最小值．结合实际

情况与投标价格为 0．5 的整数倍这一特点，我们认为σmin = 0．5．当x1 ̅̅ ̅ = 80 或

x1 ̅̅ ̅ = 120时，标准差取得最大值，我们根据经验，认为σmax = 3．|x1 − 100|

越小，这一平均值所受干扰就越小，随着|𝑥1 − 100|的增加，其增长速度较缓

n=0 

n=1 

n=4 

…
… 
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|𝑥1 − 100|越大，这一平均值所受干扰就越大，各组的评判标准就越不一致，各

组间的差距就会越来越大，这种差距的增加会越来越快．由此，我们用二次函数

来模拟这一关系，代入数据后我们求出𝜎 =
𝑥1̅̅̅̅ 2

160
− 1．25 × 𝑥1̅̅̅ + 63． 

9．计算𝟏 − 𝐏，查表得到它对应的标准正态分布的随机变量 t 

由第 7 步中的论述可知，应尽量使自己排名处在整个最终投标值正态分布区间的

𝑃 =
8

23−𝑛
（从高向低数）的位置，即自己的两轮平均投标价 x 到负无穷区间内正

态分布图象与横轴围成的面积为(1 − 𝑃) × 100% × 1，根据标准正态分布

表根据面积（概率）对应查找随机变量 t 

10．根据𝒙𝟐 = 𝟐𝝈𝒕 + 𝟐𝒉 − 𝒙𝟏求出 x2 

在步骤 9 所得的标准正态分布 t 值需返回我们所给限定条件下的两轮平均投标价 

𝑥，根据𝑡 =
𝑥−ℎ

𝜎
逆推 x 的计算式为𝑥 = 𝜎𝑡 + ℎ．再根据 x 求出 x2，𝑥2 = 2𝑥 − 𝑥1． 

合并两公式得𝑥2 = 2𝜎𝑡 + 2ℎ − 𝑥1 

11．根据余额决定是否购买其他信息 

首先，购买最大值、最小值和极差对我们的决策帮助不大． 

由于捣乱者的存在，最小值收到大幅影响，它并不能反映有竞争力的组中的投标

最小值． 

我们关心自己能排到第 4—10 名，而不是第一名，因此最大值对我们用处不大． 

既然如此，极差对我们的用处也不大． 

真正可能有用的是标准差和中位数． 

标准差的用处在于，如果我们财富充足而选择购买它，那么可以估计捣乱者数量

（视 9 左右为无捣乱者时的标准差，每增加 17 左右认为多了一个组捣乱），但是

它未必比我们的拟合准确． 

中位数的用处在于，它受捣乱者的影响较小．它可以让我们更准确地估计自己的

竞争力，即首轮投标自己以上的组数． 

 

2．5．模型的评价 

2．5．1 模型的检验 
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由上表可以看出： 

1. 在假设得到满足（即初始财富值分布均匀）时，我们通过以上方法所求出的

投标价格能够让我们的平均投标价处在第八名附近．我们按照计算出的 x 值

就近投标，名次在 9，10 名左右． 

2. 初始财富值分布不均匀时（例如第 5 局），我们的模型不太适用，对此我们未

做研究．我们对这一特殊情况进行了少许分析，较为幸运的拿到了 10 分． 

由前四句的结果来看，我们希望处在第八名其实要冒很大风险；因此遇到这种情

况时我们可以以投在第六或七名左右的标准来计算 x 值． 

2．5．2 模型的优缺点 

⑴针对此问题的模型有如下优点： 

①较为简洁，易于计算； 

②考虑到了多种因素，反映出实际生活中的情况； 

③运用计算机模拟的方法来对捣乱者造成的影响进行量化分析，较准确、便

捷的计算出捣乱者的影响； 

④运用最大熵原理对第二轮的投标分布进行了分析，较为创新． 

⑵针对此问题的模型有如下缺点： 

①仅仅考虑到了平均值与方差这两个约束条件； 

②在计算数学期望 μ 时未考虑其内在机理，仅仅根据其极值和变化率的大致

趋势来得它的表达式； 

③过分追求处在第 8 名获得 10 分，得分较不稳定． 
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4. 附录 
    本问题通过一个博弈型比赛项目，具体实施一个多方参与的决策过程．比赛

haowei
登峰杯组委会



12 
 

分两个阶段进行，每个阶段各设 5局比赛，比赛规则相同．具体如下： 

一、比赛规则 

每局比赛设有 8 份奖品，比赛开始各队首先以抽签方式获得各自财富量(范

围在[80,120]内)(每个队务请注意保密)．然后根据各自财富数量(即投标价格始

终不能高于你手中的财富)，通过两轮秘密投标(即每个队的投标价格不公开)，

由比赛裁判组根据以下规则决定奖品的归属，并给各队打分． 

·规则 1第一轮投标结束后，裁判组公布此轮投标价格的平均值．为了在第

二轮投票中争取主动，每个队可以以每个数据 5个财富的代价获得本轮投标价的

方差、极差、最大值、最小值或者中位数中的任何一个(只有本队知道，请注意

保密)． 

·规则 2第二轮投标结束后，按标价从高到低排序；如果投标价相同，则扣

除投标价格后剩余财富多者排名靠前；如果仍然并列，则两轮投标总用时少者排

名靠前．排名最靠前的 8个队将中标获得奖品． 

·规则 3:裁判组以“中标但投标价最低为最优”为原则，根据以上各队的排

序结果进行打分：第 4名至第 8名依次得分 2,4．6．8．10，第 9和第 10 名得 2

分；其余各队得分为 0． 

（备注：分数远比奖品重要） 

二、其它说明 

1．每局第一轮投标必须在裁判员宣布本局比赛开始后 10 分钟内完成，否则

视为弃权；第二轮投标限时 20 分钟，自裁判员公布首轮投标均值起计时，购买

统计数据的订单必须前 10 分钟内递交． 

2．所有初始财富及投标价格均须为正整数每局比赛结束后剩余财富归零． 

3，第一阶段得分为该阶段 5局比赛得分的平均值(满分 10 分)第二阶段得分

为该阶段 5 局比赛得分平均值的 2 倍(满分 20 分)．两阶段得分的和作为比赛总

评分． 

4．各队须在每个阶段开始前提交技术分析报告，说明决策过程(重点之一是

数学模型的建立与分析)，以便最终答辩时作为参考． 
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